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Ueber bilineare Formen und deren geometrische Anwendung. 
Von 
]~. PASCH in Giessen. 
In zwei Aufs~itzen, welche in diesen AnnaIen 1884 Bd. 23 S. 419, 
1886 Bd. 26 S. 211 abgedruckt sind, babe ich reich, unter Zugrunde- 
legung bilinearer Formen, mit projectiven ebenen Systemen und zwar 
hauptsiichlich mit tier Deutung der ]nvarianten, welche in der Deter- 
minante einer linearen Verbindung solcher Formen auftreten, be- 
sch~ftigt. *) Seitdem bin ich durch verschiedene Fragen, welche sich 
urspr'tinglich auf tern~re quadratische Formen bezogen, veranlasst 
worden, auf tern~ire und dann auf bin~ire bilineare Formen zurtick- 
zugehen. Der Zusammenhang, welcher sich dabei zwischen jenen 
Fragen ergab, ftihrte zu der nachfolgenden Darstellung, welche mehr- 
fache Beriihrungspunkte mi~ den frtiheren Aufs~tzen bietet. 
Wenn man yon ether linearen Yerbindung zweier ternKren bflinearen 
Formen die Adjuncte bildet, go entsteht eine bilineare Form (Nr. 5 
und 12), welche zu jenen in invarianter Beziehung steht. Mit dieser 
Beziehung und deren geometrischer Construction besch~ftigen sich die 
Nummern 6, 7 und 13, mit den verschiedenen Ausar~ungen die Nummern 
8, 14--16. Ftir den Fall, dass zwei terniire quadratische Formen zu 
Grunde liegen, stell$ die dritte Form den ,,Kegelschnitt der acht Tan- 
genten" dar. Bet der eingehenden Betrachtung der Ausartungen dieses 
Kegelschnittes (Nr. 18~23) begegne~ man einer Eigenschaft einF6rmiger 
Gebilde, welche in Nr. 4 selbsts~ndig behandelt ist, ferner einem 
Zusammenhange mit den metrisch ausgezeichneten Kegelfli4chen 2. O. 
und mi~ den birationalen quadra~ischen Verwand~schaften. 
*) Einige Druckfehler in diesen Arbei~en sind am Schlnss des 26 ~n Baudes 
verzeichne~. 
Ich erlaube mir bier nachzutragen, dass Herr S. Kan~or in den Wiener 
Denkschrif~en yon 1882 die Wiederholung linearer Transformationen u tersucht 
hat., und dass Figuren, ~ie die in meiner zwei~en Arbei~ in w 2 und am Ende 
des w 3 betrachteten~ bei Herrn Kantor in den Wiener Si~zungsberichten ~von 
1881 bezw. 1877 vorkommen. 
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Gelegentlich konnten auch diejenigen Determinanten 9.und 6. Grades 
ausgewerthet werden~ welche die Hesse'sche Form einer Determinante 
dritten Grades darstellen (Nr. 17, 23 und 24). 
Um gewisse algebraische Fragen, welche bei den oben erwRhnten 
quadratischen Verwandtschaften auftauchen, zu erledigen (Nr. 9--11), 
wurden Entwickelungen aus dem biniiren Gebiete - -  Ausdehnung yon 
Eigenschaften quadratischer Formen auf bilineare - -  vorausgeschickt 
(Nr. 1--3). 
Den Schluss bildet die Herleitung einer algebraischen Beziehung, 
welche bei der wiederholten Anwendung einer bilinearen Form yon 
beliebig vielen Ver~nderlichen auftritt (Nr. 25 und 26). 
. 
x~ Ix: und y~ IYe: 
= r" = .Z  ' " x a~ ~y~, 
die beiden Funcfionaldeterminanten: 
6~.f, ~f '  
~Yl ~Y~ 
~f ~f  
~x~ ~x~ 
Io 
BinRre bilineare Fomen. 
Bildet man aus zwei bilinearen Formen der Veriinderlichen 
(i, k--~ 1, 2) 
~f ~f  ~ y= ~x~ ~,  =-~ -d (Y~y~+2Yny 'y~+ Y~y~)'  
so haben die Coefficienten XiT,, Yi~ folgende Werthe: 
Xll.~-2(alla'12--ar, an), X12=alla~--a~.2an--a12asL'~a21ai~, 
9 9 g t I l 
Yll..~-2(alla~1--a21au), Yi.,~-aila~--a.nan--a21a123rar~ael, 
" Y22--~ 2 (a1~ a~ -- a22a'l~), 
und die Formen X,  Y selbst lassen sieh auf mannigfache Art 
sehreiben, z. B.: 
~- all ai~ a;x a;~ 0 xl 0 x 2 a~2 ai~ a~: a~2]0 x I 0 x 2 
an a12 a21 a22 a22 --a21 - -  al2 all 
a~i 9 , , , 9 
a lz  af~l a~ a~2 - -  a~l - -  a l s  au  
-~- x 2 0 --x~ 0 0 x~ 0 x2 
0 x2 0 --x, --x, 0 --x 2 0 
Das dentrische Verschwinden der Oombinante X wiirde bedeuten, 
dass fund  f '  entweder in constantem VerhMtniss stehen oder dutch 
eine und dieselbe lineare Form yon Yl]Y2 theilbar sin& 
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Aus dem Sysf~me 
an a~ a~, a~ 
gehen 6 Determinanten zweiten Grades hervor, n~mlich: 
9 , 1 , , 1 a~a~2- -a~an.~-~X~,  ana~a~an~__ . -  ~ :Y~ 
r 9 1 
a~ a2~-- a~2 a11-----~ ( :YI2 "~- X I~)  , 
' " ' x.). al 2 am ~ a21 a12~ -~- 
Man schliesst hieraus, dass X~ X2~ :y~ y~t_  ~ 2 :Ym - -  X~ verschwindet% 
dass also die Formen X und Y gleiche Discriminanten besitzena): 
Da die Ausdrticke X~ ~-- X~ und Y~--  Z~ dadurch entstehen, d~ss 
man d ie  l~e ihen  
a~,2 - -aa  - -ayz  a~t 
bezw. 
a~ a~ a'~ a2i und ' a2~ - -a~ - -a~ a~ 
componirt, so erscheinen die Discriminanten auch in den Formen: 
X,~ X~2- X~ = I an 
6~21 
t~12 
a12 all 42 
! 9 
az2 a2~ a22 
6~21 all a21 
9 it 
a22 a12 a~ 
a12 ~a l l  - -a12 
al - -  621 . - -  ~22 
9 ? 
a21 ~ an  ~ a21 
] 9 
a22 - -  a~ - -a22  
all 
a21 
all I" a12 
2. Die beiden bilinearen Formen yon xl[x ~ und Yl I Y2 kSnnen --  
bei verKnderter Bezeiehnungsweise ~ aus einer trilinearen Form~ welche 
noch weitere Ver~nderliche z~ ]z~ enthalt: 
als Coefficienten yon z~ und z2 entnommea werden. Zu den zwei 
Covarianten 
~.F ~.F 
~y,~z~ y, Oz~ 
~zlvx, ~z~x, 
Crit~ alsdann noeh eine dritf~ 
~F 8~i~ 1 
~F 3"2F I 
*) Ueber entsprechende Erscheinungen im quadrafischen Oebie~ siehe 
F roben ius ,  Journal f. Math. 1890 Bd. 106 S. 125. 
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1 
hinzu, und die Discriminanten der Formen X, Y, Z sind einander 
gleich: 
oder, anders ausgedriickt, die durch Composition hergestellte Deter- 
minante 
a2~l a221 a:12 6~222 a2.~2 ~ d~212 - -a221 a2~ 
~indert ihren Werth niche, wenn man tiberall den ersten Index mi~ 
dem zweiten vertauscht, oder den ersten mit dem dritten, oder den 
zweiten mi~ dem dril~ten. 
1 
. Die Function -~ X erseheint als Determinan~e yon F, wenn man 
nut y~ ]y~ und ztlz: als Ver~nderliche ansieht: 
X ~-- 2 det w E,  :Y ~-- 2 det~ E,  Z ~- 2 det~.  
Kehrt man also zu der vorigen Bezeichnungsweise zurtick und fiihrt 
1 start ~ J z~ homogene Parameter ~ l a ein, so erschein~ y Z als Deter- 
mlnante der aus fund  f' linear zusammengesetzten Form qfq--af ~ 
der u xt Ix2 und y, [yz: 
1Z~__.ta~, a~ a'~ a'~I~ 0 ~ Ol~_~o2+Ooa+~,o~ ' 
a~ a~ a'~ a'~ 0 ~ 0 a 
und die Gleichheit der Discriminante yon Z: 
an al2 a~t a~ [ a~2 ~ a~t ~ ats a~ I 
mit denen yon X und Y als Verallgemeinerung einer bekannten Eigen- 
sehafg des Systems zweier binii~ren quadmtischen Formen. 
Ein einfacher Beweis ergiebt sich fibrigens auch durch folgende 
Determinantenmultiplication: 
la21 ai2 t b~ --b21 ~- X1~--O 
X~2+O I" 
Die so erhaltene Determinante ist die der bilinearen Form 
welehe unter, der Bedingtmg 0 ~ 0 symmetriseh wird. 
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Um in gleichem Sinne eine gewisse Eigenschaf~ dreier bin~ren 
fiihre ieh drei bilineare 
,, 
quadratisehen Formen zu verallgemeinern, 
Formen yon x~ t x2 und Y~IY~: 
f(xy)-----~_~av.x,y~,, f" (xy )~- -~x ,y~, ,  
ein und bilde die Ausdrticke: 
f 
a~ a2~ --a~eae~ ---A , a~ a'~ -- a~2a~--  a~a'~.-~- a22a~--~- Oo~eto ,  .- .; 
~f ~f" ~f  ~f' ,, ~ ,, ~y~ ~y~ ~y~ ~y~ -~- a x~ -{- b"x~ x~ -{- c x~ , . . . ;  
~f  @f" ~f ~f  ," 2 ,, 
~' Y2,"  "';  
so class z. B. a', b'% c" dieselbe Bedeutung haben, wie oben 
Da die halbe Determinante des componirten Systems aus 
ajj aj2 ae~ a22 a2e --a21 --a12 all 
9 I f I I 9 l J 
al l  a12 q21 a22 a2.2 - -  a21  ~ a12 at l  
I f  I f  Ip  Ip  tP i ' l  I I  !1  
a~ a~ a~ a~ a2~ - -a2~ - -a~ a~ 
sich auf die Differenz zweier Def~rminantenprodueie 
a~ alz a22 al~ a2~ a~2 l au alz a~t at2 a~l a~2 
9 I /" ~ l  ! 1 l u 
' ' all a21 a2~ 1 a~ 
a~ a~ a~2 ~ ax~ a2~ a~2 a~ a~ 
l !  I I  I I  l !  I I  I1' I f  r  I I  I I  a I I  
zuriickftihrt und mit Zuziehung verschwindender Elemente in die Snmme 
r I,- C r ]  9 ~r I a,~c Jr- a, lc" + a~ a~a 2 r- aud  q- a la" 
a~ c -S r- a,~ c -t- " " " " " ' a~ c a2~ a q -  ar~ a --~ a~% a" 
l a2xc a2ta -{ -  " " a21 a "i- a2~ ~'"  ..lt" a.~ ~ c -q- a'2 ~ c" + " " "" 
| al  ~ C -t- ' " " '  " " "" "" a~c -i t- a~ec'" a l :a  -l- a~a -I- a~2a
lo a; l t c c l ! f l '  if I J  a22 a2~ a2~ a d a/" q-" a21 a~l a~'l c 
] 512 a12 a12 a a" a" 
iibergeh~, so gelangt man zu der Formel: 
010 2A" O~ =2 b b' b" ~-2  /J' ~l". 
, 0~t 022 2 A"  c c" c" 7" 7" 
Ueber bilinea~o Formen. 29 
4. Die Deutung der lnvarian~e O der beiden Formen f(xy) una 
f '(xy) ist yon Herrn Rosanes  (Journal f. Math. 1881 Bd. 90 S. 312f.) 
angegeben worden; siehe auch Pasch,  diese Annalen 1884 Bd. 23 
S. 423, und die Schlussbemerkung i  :Nr. 2 der gegenwiirtigen Abhand- 
lung. In dem besonderen Falle a12 ~'a21 , a~ ~-a~ stellen die Glei- 
chungen f(xy) ~ O, f' (xy) -~- O, wenn xllx2, Yl ]Y2 als lineare Coordi- 
naten yon Punkten ether Geraden X gedeu~et werden, Involutionen 
dar, deren Doppelpunkte FF '  bezw. Cr(~' heissen mSgen, und die 
Gleichung 0~0 drtickt die harmonische Lage dieser Punktepaare aus. 
9 ! 
Nehmen wir also an, dass a t2~ a21, al~ ~ a,1 und 0 ~--0 ist, 
abet /x~ =~= 0, und verstehen wir unter q" irgend einen Punk~ der 
Geraden X, unter p den harmonischen Punkt zu EF 'q ' ,  unter q den 
harmonischen Punkt zu GG'q:  Dann erzeugen die Paare ~vq eine 
Involution (R o s an e s a. a. 0.), welcher die Paare ~F"  und GG" an- 
gehSren; ffir einen gewissen Punkt p" der Geraden X ist daher p der 
harmonische Punkt zu G G'2", q der harmonische Punk~ zu ~'F'~', 
and aach das Paar ~' q" liegt in der eben erw~ihnten Involution;. 
Hi. a. W.~ 
Hat man auf ether Geraden vier harmonische _Punlzte F_F' G G" 
und einen weiteren _Punkt p, und besr man ~u FF '~,  G G'p die 
beziiglichen harmonischen t)unkte q', ~', so ist der zu ~'.F'# harmonische 
_Punkt q ~ugleich harmonisch zu GG'q', und die 2aare ~UF', GG'~ 
~, p'q" liegen in Involution. 
Geometrischer Beweis: Sowohl die Reihe 2 'F  O'G q'~/, als auch 
die Reihe ~"FGG'p'p sind (involutorisch) projectiv zu ~'~"GG'p~';  
folglich sind jene beiden Reihen einander projectiv, die Paare F~"~ 
GG', ~q, ~ '  in'Involution. Wetter sind die Reihen G'Gpp" and 
G G'qq" projectiv, folglich GG'q~ harmonisch. 
Wenn man einen Doppelpunkt der (lurch die Paare ~ 'F '  and GG' 
bestimmten Involution mit ~ bezeichnet, so wird der andere Doppel- 
punkt aus der Gleichung f (x~)~ 0 gefunden, und die Pank~ C~(~' 
sind dann die Nullstellen der Functionaldeterminante der Formen f(xx) 
und (x~). f(x~): 
2 f a,~ x, -- {- a,~x~ (x~) (a~ ~,.-{-a,~) .-[- ~,f(x ~) t 
= - 
wobei (x~) die Determinante x~ ~ ~ x~ bedeuget. Nun ist 
A . (x~) ~'= f (~)  f (xx ) -  (f(x~))~; 
folglich kSn:nen zwei harmonische Punktpaare dutch die Gleichungen 
f(xx) -~- O, f(~ ~) f(xx) -- 2 (f(x~)) ~ = 0 
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in der Weise darges~ellt werden, dass der Punkt ~ in Bezug auf beide 
Paare einem und demselben Punkte harmonisch zugeordnet ist. - -  Auch 
die Identit~i~ 
a~(a~x~ .Jr. a~x~) ~-  2a~(a,~x~ Jr- a,~xe) (a~x, ~ aeexe) 
--}-- a~:(a~xl Jr a, ex~) ~--- A . f (xx)  
liissr erkennen, dass die harmon ische  Invar ian~e (Rosanes ,  diese 
Annalen 1884 Bd. 23 S. 413) der beiden Gleichungen verschwindet.*) 
II. 
Tern~re bfiineare~ Formen mit contragredienten Ver~nderlichen. 
5. Bei der bilinearen Form der con~ragredien~en V r~inderlichen 
x~ tx~lx a und u, lu~tu~: 
4~ 
f(xu) = ~Yai~x~uk ( i , k=1,2 ,3 )  
treten uns zunilchst Determinante und adjungirte Form (hdjuncte) 
e ntgegen: 
det f =~.j.-{- a, , a22 aa~ ----- A ,  
adj f  ~,~r = ,~i~u~zT, = r 
we ai~ ~-adj at1, in der Determinante A. Bet verschwindendem A 
wird ~, bet identisch verschwindendem r wird f selbst ein Product 
linearer Factoren. 
Legt man nun eine lineare Verbindung ef Jr af' der Form f (xu)  
und einer gleichartigen Form 
f ' (xu)=L~a~xiu l ,  (i,k----1,2,3) 
zu Grunde, so haben Determinante und Adjuncte die Gestalt: 
det (0f-{- af')~---~)aA _{_ ~)~aO ~- Oa20" -{- 63A ', 
adj ( r  aK) = @~(xu) -{- Oar -{- 6?cp'(xu). 
*) Auch wenn f(xy) nich~ symmetrisch ist, besteht die Identi~t: 
a (x}) (yv) = f(}Tq) f(xy) -- f(x~) f(}y). 
Die harmonische Invariante der Formen f(xy) und (x})(y~) is~ -~-f(~?), die der 
Formen f(xy) und f(x~) f(~y) folglich ~--- Af(}~). F~r 
f' (zy) = ~f(xy) -F Z f(x.~) f(~y) wird daher 
und insbesondere ffir
f (xy) = f(~) f(xy) - -  ~f(x~) f(~ y) wird 
e = o,  a ' - -  - a ( f (~ , ) )~.  
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Mittels der besonderen Form u~, d.. i. ~,"  x~ u~ werde 
adj (qf-4- 6u ) - -  p2 (zu) 4- tO(xu) + 
Wir denken uns in einer Ebene lineare Coordinaten eingeffihrr 
xl }x2]xz als Coordinaten eines Punktes x,  ul] % 1% als Coordinaten 
einer Geraden u. Dann begrtindet die Gleichung f(xu)-----0 unter der 
Voraussetzung A =~= 0 in dieser Ebene eine Collinea~ion, welche dem 
Punk~e x einen bestimmten Punkt zuordnet; die Gleiehung cp(xu)-----O 
stellt die umgekehrte Beziehung dar, u~ ~ 0 die idenfische Collineation. 
Die Figuren, welche einer und derselben Figur mittels der Collinea- 
tionen f (xu)  ~ O, f" (xu) ~- 0 entsprechen, stehen unter sieh in einer 
projectiven Beziehung; vermSge dieses Umstandes kann die Deutung 
der Ausdriicke O', O, 9 auf die tier Ausdriicke i~ ir ~ zuriickgefiihrt 
werden (s. Nr. 11 der kbhandlung in Bd. 23). 
6. Um die Projectivitiit ~(xu)~ O, deren Bedeutung a. a. O. 
S. 425 entwickelt ist~ geometrisch erzuleiten~ nehmen wit in der 
Ebene den Punkt a beliebig an und geben dana zwei weiteren PunkCen 
b, c eine solche Lage, dass -- wenn immer a, b , . . .~  a ' , . . ,  mi~tels 
f (xu) -~-0  in a', b', . . ., a", . . .  iibergehen - -  in dem Dreieck abe 
die Seite a b dutch c'~ die Seite a c dutch b" hindurchgeht (Seit~ b c 
durch a" nut bei verschwindendem i); m. a. W.: die Geraden bc' und 
cb" laufen dutch a. Ich will das Paar bc ein Gegenpaar  des Punktes 
a in Bezug auf f nennen; die Gerade bc tr~ig~ unendlich viele Gegen- 
paare yon a, die Paare einer gewissen Involution. hTur auf einer ein- 
zigen solchen Geraden (vorausgesetz~, dass a kein Dopl0elpunk~ der 
Projeetivit~t f i s t ) ,  niimlich auf an', after die Involution der Gegen- 
paare aus, indem dort beide Doppelpunkte in a zusammenliegen, and 
ausser a giebt es nut einen einzigen Punkt A, welcher sich mit mehr 
als einem Punkte ~ den s,immtlichen Punkten der Geraden a A '~ 
zu einem Gegenpaare verbindet, ni~mlich denjenigen l~ankt der aK, 
welehen das Quadrat der Projectivit~t f in einen Punkt A'" tier an? 
tibertr~gt. Dieser Punk~ A, in welchem alle Geraden be sich begegnen~ 
heisse der G e g e n p ~! n k ~ yon a in [: 
b 'c ' . ,  auf den Ge- Zu je zwei projectiven Punktreihen be. . . ,  
raden U, U' gehSrt eine Gerade u a]s Oft der Punkte (b~, cb') u. s. w., 
in welchen jene Reihen involutorisch gesehen werden. Herr J. Kraus*) 
9 ) J acob  Kraus:  Die geome~rische D utung yon Invarianten, welche bei 
ebenen Collineationen auftre~en. Dissertation, Giessen 1886. (Oaselbst gehfren 
auf S. 9 Z. 14 v. u. ~t und sa in den Nenner; S. 15 Z. 1 v. u. vertausche man 
~C~D "und ~7r S. 16 Z. 11 v. o. ~[~)  und ~i~7r S. den Auszug in d~e~en 
Annalen 1887 ~Bd. 29 S. 234. --  Die Uebertragung auf den Raum behandel~ 
Herr P. Muth  ebendas. 1889 Bd. 33 S. 493. 
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nennt u die I n v o I u t i o n s 1 i n i e der beiden Reihen un d beschreibt mittels 
derselben die Urnkehrung der Collineation ~p (w 9 der Dissertation); 
in der That liiuft u bestiindig dutch a, wenn U sich urn A dreht. 
(Urn direct zu beweisen, dass ~, w~thrend U sigh urn einen beliebigen 
Punkt A drehg, ein Strahlbfischel beschreibt, schneider man aaus  A A" 
rnittels derjenigen Geraden heraus, weIche durch f in die A A" fibergeht.) 
U verbindet die Gegenpunkte aller Pmakte yon u und heisse deshalb 
die Gegen l in ie  yon u in f. Urn za irgend einer Geraden u - -  ax die 
Gegenlinie U~--Ab  zu erhalten, bestirnrn~ man den Punkt b auf der 
Geraden xA" derart, dass xAb" in eine Gerade fallen. 
Sind die bei festem a yon u, U urn a, A beschriebenen Bfischel 
projectiv, so folgt, dass die Paare aA eine Collineation erzeugen. 
Nun beschreiben bei festern a, wenn man b irgend eine feste Gerade 
v durchlaufen l~sst, Ax ~ Ab" mad A'x  ~ A'b projective Bfischel, 
wobei ffir d~ (v, aA' )  die Strahlen Aa~Ad"  und A'a--~-A'd 
einander entaprechen; mithia beschreibt x einen Kegelschnigt darch 
A,  A" mad a. Die Biischel der Strahlen u -~- ax mad A'b ~- A 'x  sind 
dernnach projectiv ~ die der Strahlen A" b mad U ~- A b aber perspectiv, 
folglich bewegen sich u, U projectiv. 
Die Collineation der Paare aA ist die dutch die Gleichung ~ (xu)~ 0 
dargestellte; sie rnag als die Gegenco l l ineat ion  zu f bezeichnet 
werden. Die Doppelelemente yon f sind zugleich die yon ~p. 
7. Wie leicht zu erkennen, entsprechen einander in ~p nicht bloss 
a und A, sondern auch a" mad A'. Denn da a a 'AA"  in gerader 
Linie liegen, so ist A" derjenige Punkt der in f entsprechenden Ge- 
raden a'a", welcher sich durch das Quadrat yon f nach derselben 
Geraden tibertrKgt. 
Unterwirft man daher den Strahl aA" der Transformation f mad 
hierauf noch der Transformation ~p, so gelang~ man tiber dA" -~-an '  
zu AA' .  tIieraus folgt aber: Wenn yon den drei Strahlen AA' ,  aA, 
aA" einer ein Bfisehel beschreibt, so bewegen die beiden anderen sich 
ebenfalls in Biischeln. Sind also yon A und A" beschriebene Figuren 
perspectiv, so sind sie auch perspec~iv za der yon a beschriebenen 
Figur. Dies kornrnt rnit dem yon Herrn K e 11 e r auf S. 25 (w 12) seiner 
Dissertation*) angegebenen Satze fiberein. 
Da die Gerade aA rnit AA"  identisch ist, so sind in dern eben 
betrachteten Falle auch die yon A mad A" erzeugten Figuren perspectiv~ 
d. h. bei ver~nderter Bezeichnmag: Wenn dutch eine ebene t)rojectivitgit 
ein 39reieck abe in a'b'c; dieses in a"b"c" iibergeht, "undes liegen zwei 
yon den 1)reiecken ~erspectiv, so liegen sie auch 2erspevtiv zu dem drilten. 
*) Adam Keller: Ueber gewisse Vierecke, die yon Viereck~paaren ab- 
h~ngen. Dissertation, Giessen 1888. 
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8. Bei besonderer Beschaffenheit yon fartet  die Gegencollineation 
aus, so dass in ihr einem gewissen Punkte p alle Punlr~e der Ebene, 
den iibrigen Punkten nu.r die Punkte einer gewissen Geraden ~ ent- 
sprechen. Es sind dann io und ~ Doppelelemente yon f; p der Scheitel 
eines S~rahlenbiischels, welches durch f in ein involutorisches Bfischel 
iibergeht; ~ der "Tr~ger einer Punktreihe, welcher in f eine involu- 
torische Reihe entspricht. Das Auftreten eines solchen Doppelpunktes 
bei f zieht das einer solchen Doppelgeraden nach sich, und umgekehr~. 
Die beiden Involutionen liegen perspectiv. 
Soll in der That der Gegenpunkt eines Punktes p in [ unbestimmt 
werden, so muss p Doppelpunkt yon f sein und jede Gerade Gegen- 
paare bc vonp tragen, so dass be'p, cb'p gerade Reihen werden und 
einander doppet~ entsprechen. Ein beliebiger S~rahl durch p kehr~ 
mithia bei zweimaliger Anwendung yon f in sich selbs~ zurfick und 
enth~lt (wenn f nicht involutorisch ist) ausser p noch e/hen Punkt fl, 
welcher mit fl" zusammenFs Auf der Geraden ~---- -~' werden 
abet dutch f nicht bloss ~ und ~', sondern auch umgekehrt ~6' und 16 
einander zugeordnet. 
Die algebra ische Bedingung besteht in dem Verschwinden der 
Determinante yon ~p: 
det ~p ~- det ( - -  f + iu,~) -~ - -  A + ii~ 
1 (i a _ i i  1 __ 2A) --- -~ ( ia~i2)  
2 
w~ihrend f zur Involution wird dutch das identische Verschwinden der 
adjungirten Form yon ~ (bei i  =4= 0): 
ad jV~- -ad j ( - - f+ iu~)=~- - iV+i  ~'ux 
-~ ~ + i f  ---- f~ + iq, u~. 
Wegen der Bedeutung yon it, i2, ft und wegen der erforderlichen 
Beziehungen s. Bd. 23 S. 425--427. 
9. Die Form r aus welcher r durch besondere Wahl yon f" 
hervorging, kann in Verbindung mit 9 und 9' noch aufanderem, als 
dem obigen Wege erzeugt werden. Wir fiihren Strahlen v, w und 
Punkte y, ~ mi~ der Massgabe ein, dass (vw)i = x~ und (yz)~---~ u~ 
ffir i ~- 1, 2, 3, wobei 
w.  
BiIde~ man dann unter Zuzjehtmg weiterer Ver~uderlichen" ~t]~2 und 
X~ ]~t~ die bin~ren bilinearen Formen 
so ist 9 die Determinante yon g (s. Bd. 23 S. 432) und mithin 
e~9 + Oar + ~2 9' -~- de~ (og + ag~. 
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Um nun die beiden Funcfionaldegerminanten yo g und g" dar- 
zustellen, bezeichne ich (hier, wie spiiter, mig Bezugnahme auf Nr. 6 
.Bd. 23) 
f(yv) f'(zv) - - f (zv)  f (yv) d.i .  ~7  
d. i .  ~7  
t k(vv), --[- u~f~(v) f~'(v) mit -~ 
1 x,f(y)2 f" (y)~ mig ~ l(yy), 
ein und betrach~e die in 
e, fCz~ y 27 
o~f(utY 27 
Ausdrficke k(vv)und l(yy) ftihre ich die 
-~- k++, +7r <+.~ - -  k~(vw) ,  
=- l~z,, ~Z(yz) 
:u+.l:u mund ~,tl~o,+ bilinearen Formen: 
1 Die Determinante der ersteren ist -~ k(vv); die Determinanten beider 
nach ~ bezw. 0 sind: 
2 ' 1 1 g22/ (ZZ)"  Ot2~ 270tO~ ep + 02 q), y~.l'~l(yY) 27 ~t~21(yz) 27 E 
Behandel~ man daher die drei Formen yon zl[z 2 und ~1102: 
nach :Nr. 3,+so treten beispielsweise 
, 1 1 
an die Stelle yon 
2~, 0~,  a~ ~, ~,, a~ b, c, 
mad es ist demnach idenlisch: 
10. Beziiglich der 
weiteren Bezeichnungen: 
1 ~k(vv) 
I ~ l (yy )  
"2 ~Yi~Yk 
f(yv) f" (yw) -  f(yw) f" (yv) 
-~ w+-~- mit k(vw), --~ zi-~-~ mit l(yz); 
i i 
1--k(vv) ist die Determinante der Formen f(~ly.-}-x2z, v), f" (z I y-{-u2z, v ) 
2 
naeh ~l, g2; aus ihr wird die Determinante yon g, g' nach u, wenn 
man 21v 27 ~2w fiir v einsetzt: 
2 def, gg'--- Zt2k(vv) + 2ZtZ2k(vw ) + 222k(ww), 
2 det~gg'---utZl(yy) 272~1x 2l(yz) 27 us: l(zz). 
Nach Nr. 2 besteht also die Identitiit: 
k( w) - = z (vv)  - ( zcv . ) )  
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wie aach 
%(u) %(u) %(u) 1 ~ (y~) ~ 0~) z~ (~z) t, 
~, C~) ~(~) ~(~) l
11. Zur Aufsuchung der in den beiden vorigen Nummern ent- 
wickelten Identitii.~n wurde ich dutch eine geometrische Ueberlegung 
veranlasst~ welche~ ursprfinglich an quadratischen Formen angestellt, 
mit S te iner ' s  ,schiefer Projection" zusammenhiingt (Werke I. 1881 
S. 409; Systematische Entwickelung u. s. w. 1832. w 59, II). Diese 
Verwandtschaft zwischen ebenen Punktfeldern wird, da sie quadratisch 
und birational ist~ dutch zwei bilineare Gleichungen zwischen Punkt- 
coordinateff dargestellt ([~osanes~ Journal L Math. 1871 Bd. 73 
S. 104). Man kann abet ~ihnliche Betracht~gen durchftihren, indem 
man Punkt- und Liniencoordina~n verbinde~. Es entspricht niimlich 
mittels der beiden Gleichungen 
f(yv) = O, f (yv) = O 
jedem Punkte y eine Gerade v mit den Coordinaten 
f (Y)2f" (ys)- f (Y)3f" (yh If (Y)sf" (y)1--f(Yh f" (Y)s If(Y)~ f' (Yh-- f(,Y)~f" (,Y)I, 
zu welcher riickw~rts der Punkt y der Coordinaten 
f2 (v)f3" (v)-- f3 (v)f; (v)t/3 (v)f," Cv) - -  f, (v)f~' (v)lf~ (v)/2' (v) -- f: (v)fl' (v) 
gehSrt; v ist der Ort der Punkte~ welche dem Punkte y durch die 
Collineationen ~)f-~-af'-~-0 zugeordnet werden, w~hrend in den um- 
gekehrten Collineationen der Geraden v die Strahlen des Bfischels y 
entsprechen. 
Wenn y die Gerade u durchl~iuft, so umhtillt v den dutch die 
Gleichung k(vv)--~-0 dargestellten Kegelschnitt, welcher der corre- 
spondirende Kegelschnitt der u genannt werden kann. Die Gleichung 
k(vv)---0 entsteht aber auch durch Elimination yon ~ und 6 aus 
dem Systeme 
u,'-- qfl(v)-[--#fl'(v), u2--. ~f2(v)+af2"(v), us----qfa(v)+#s 
welches die in @f-F #f' ~ 0 zugehSrige Gerade v liefert. Folglich 
umhiilleIr die Geraden v~ welche sich der u dutch die Collineationen 
~f-]- 6f" ~ 0 zuordnen, ebenfalls den correspondirenden Kegelschnltt 
der u ~ und man erh~lt ffir diesen Kegelschnitt die Parameterdarstellung: 
~,,=~,~,(u)-t-~6q,,(u)+,~2q,;(u). q= i,2,3) 
i ns  der Parameterdars~elluug eines beliebigen KegelschniY~es 
r, ~ a~) 2 -{- b~a -~ e~a ~ (i ~ 1, 2,  3) 
3* 
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fliessen nun bekanntlich die Gleichungen desse]ben in Punkt- und 
(wo,  B. = + b, 
4a.c~, - -  bx 2 = O, (bey) (abv) - -  (ear) 2 = O, 
und zwar ist 
adj(4axc~--b~2)=(bcv)(abv)--(cav) 2, det(4a~c~--b,2)~---4(abc) 2. 4 
Wenden wir dies auf unsera Fall an, so finden wir die Gleiehung des 
eorrespondirenden Kegelsehnittes der u in Punktcoordinaten x: 
4~9" - -  O ~- --- O; 
und in der That ist 4@ r -- r  wie sieh in hlr. 9 ergeben hat, in x 
die Adjuncte yon k(vv) ,  zugleich in u die Adjuncte yon l(yy). 
Wei~er muss 
mit dem Quadrat der Determinante yon k(vv) iibereinstimmen, wie 
dies dureh Nr. 10 best~tigt wird, wobei man 2 det k zugleich als die 
Hermite'sehe Form des Neizes 
xl ~ (v y) + x~ Z~ (y y) + x3 z~ (v y) 
erkennt. Beaehtet man endlieh, class 
adj (4~ (p'--  O 2) = k(vv) ,  det k, 
so kommt die Identit~: 
= • ~(vv).~ +_~ (u) %(u) ~;(u), 
welehe die neue Tangentia]gleiehung auf die alte zurtickffihrf~ Der 
Fall, we zwei Polarsysteme start der Collineationen vorliegen, ist in 
der Dissertation yon O. Weimar*)  auf Grund einer Andeutung fiber 
das hier befolg~e Verfahren behandelk 
I IL 
Tern~re bilineare Formen mit cogredienten Ver~nderliohen. 
12. Bei der weiteren Betrachtung werden Formen mit cogredienten 
Ver'~nderlichen vorausgese~zt, so dass x I t x 21 xs und Yt [ Y~ [Y3 in 
1 a l l  iYt  (i 1 i 1> 21 3) 
als Coordinaten yon Punkten einer Ebene aufgefasst werden kSnnen. 
*) Ueber verschiedene Darstellangen des correspondirenden Kegelschnitts 
einer Geraden in Bezug auf ein Kegelschni~tbfischet. Giessen 1890. 
Ueber bilineaxe Formen. 37 
Die mlt Determinante und Adjuncte yon @f-]-(~i7 zusammenlffangenden 
Bezeichnungen sind wie in Nr. 5 einzufiihren. Ausserdem schreibe ich: 
r  Aik v,, 
U. S. W. 
In Betreff des Einitusses linearer Substitution 
die Determinante iner Form ~ b~ v~ wenn 
ersetzt werden, sich mit A multiplicirt, wRhrend 
Adjuncten die x~y~ in x~ (p~(v) tibergehen. 
sei bemerkt, dass 
die ui durch ~(x) 
gleichzeitig in der 
Bildet man also die Determinanten yon beiden Seiten der in Bd. 23 
S. 434 hergeleiteten IdenGtiit: 
A,~,f~(y) f(x)~, = Of(xy) -- Af'(xy), 
so kommt links A 2 det O~ rechts O A2. O' --  Aa. A' und mithin: 
det r ~-- O.0' -- AA'. 
13. Die Paare der Punkte, welche (A A" =~ 0 voraasgesetzt) einer 
und derselben Geraden mittels der Reciproci~tea f '=  0~ f~---0 zu- 
geordnet werden, bilden eine Collineation, deren Gleichtmg (xu)~---0 
ich in Bd. 23 S. 435 angegeben habe. Es ist zu erwarten, dass die 
Form Omit  der Form 
g(xu)=~ a~ka~ixiuj, ( i , k , l~  1,2 ,3 )  
zusammenhiing~, welcher wit noch die Form 
g" (xu) ~-- ~ tt~i a~l, ui x~, 
zur Seite stellen kSnnen. 
Bemerken wit zuniichst, dass die Determinante und die Adjuncte 
yon g die Wer~he 
det g ~--- A2 A', adj g = Ag', 
ferner die in Nr. 5 mit i und i~ bezeichneten I varianten f'drg die 
Werthe O, A O' annehmen, fo]glich die ebendaselbs~ mit ~p bezeichne~e 
den Werth 
~--Ou~- -g  
Wende~ man nun 
die Identit~t 
an, so kommt 
d. h. Og geht aus O(vu) dadurch 
ersetzt. Usa die Adjuncte yon 
und det ,pg = A det O, adj % = Ag" % Og. 
das in Bd. 23 S. 432 beschriebene Verf.ahren auf 
azk uk ti h 
g d- ~ Ai~ u~ ~(x) ~- Ou~, 
hervor, dass man die vi dutch ~(x) 
'P9 zu erhalten, verwandelt man in 
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adj (I) die x~y~, in x~,~p~(u). Schreibt man endlich f(y)~, f~r u,, so 
geht ~p, tiber in 
Of(yx) -  Af'(yx). 
" 14. Die Ausartungen der Form (b sind in mehrfacher Hinsicht 
yon Interesse. Diese Ausartungen finden stets gleichzeitig mit den 
entsprechenden Ausartungen you ~p~ start. 
Verschwindet det O, so giebt es nach Nr. 8 eine Strahleninvo- 
lution, in welcher jedes Paar conjugir~r Strahlen mittels f and f" 
einem und demselben Punkte, und eine (dazu perspective) gerade 
Punktinvolution, in welcher jedes Paar conjugirter Punkte mittels 
fund  f~ der n~imlichen Geraden entspricht. Es ist dana Of~ ~f '  
eine der drei singuliiren Formen des Bfischels ~f--~-af'. 
Eine weitere Besonderheit trit(ein, wenn adj 9 und mithin adj ~p~ 
identisch verschwindet. Ia diesem Falle" ist die Collineatioa g ~ 0 
involutorisch, nicht verschieden yon g' ~ 0. Da die Form (P in lineare 
Factoren zerf'gll~: 
r = cu~u~, r = cu~f(x~), Of  - -  A f '  = cf(x~) f(~y), 
so wird f' eine lineare Verbindung yon fund f (x~)f(~y);  und da fiir 
f '=  z f  + ~tf(x~) f(~y): 
so kann man bier annehmen: 
f (xy) = f( i  ~) f(xy) - 2f(x~) f ( i  y) 
und erh~,lt bet dieser ~,nnahme: 
= o' ( ) A'=-  ( )?, 0 hf(~),  = - -  zx  f (~) % h 1(~ 
Dabei sind die Punkte ~ und ~ br nur muss, so lange die 
Voraussetzung AA'=~= 0 festgehalten wird, f (~)  yon Null ver- 
schieden seth. 
15. Der Fail, wo 9 sich zerlegt und zugleich A A" verschwinde% 
ist noch zu erSrtern. 
Bleibt ~k yon Null verschieden, so kann nach dem Vorstehenden 
f' nur dana, wenn f (~)~ 0 wird, singul~.r und zwar das Product 
liaearer Factoren werden, n~imlich: 
f'(xy) =-  2f(xn) f(iy). 
Verlangr mun dagegen: A ~ 0, A'=~ 0, so ist zu nehmen: 
f (xy)=. - -  2 f  (x~) f'(~y) mit f'(~y) ~---0. 
Ueber bilineare Formen. 39 
Beidemal wird (~ dutch u~ und v~ theilbar, ohne identisch zu ver- 
schwinden; auch hat man beidemal: (9 ~-(9"~--O. 
Was endlich den Fall A ~_ A'---~ 0 anlangt~ so sei zuerst be- 
merkt~ dass dana wieder (9 und (9' Null werden; denn entweder ist 
~p ~ 0 und schon deshalb (9 ~ O, oder f ist kein Product und dennoch 
Of-----cf(x~)f(~y), u. s. w. Ferner sei bemerkt, dass bei der An- 
f, nahme: f -=  ~x q~, ~- l~ qu sich ergeben w~ie :  
qf + ~f'--  q~g~ + ~; q~, aaj (qf + ~f') = q~(zz'u) (qq'v), 
r = (~'~) (q q'v). 
In Rticksieht auf die Voraussetzung A ~ A ' -~-0 kann man nun den 
Formen fund f '  die Gestalt: 
geben, wodurch man erhi~lt: 
r = ).Z'(ll'u) (qq 'v ) -  a~'(lm'u) (q~'v) 
- -  ~'(m~'u) (~q'v) + ~W(~,u'u) (~p'v), 
e 
(9 = ,~ {Z(lml') (pqq') -- ~'(lmm') (pqp')} 
u. s. w., und es gehen dann entweder die Geraden lm~'m' oder die 
Geraden pqp" q' dutch einen Punkt. in der Thai: Wenn man-  
was zulgssig ist - -  ~ als identisch mit 1, annimmt~ so folg~ aus 
0 ~ (9' =--0: 
~'(~ ' )  (~q~')=o, ~z~' (z~' )  (~'q')----o, 
und es wird daher 
adj r +_ (qp'), (p~')~ y3 
+_ (qp'), (pp'h y.~ 
4- (pq')~ (pp')~ y~ 
Da aber dieser Ausdruck verschwinden soll, so ist entweder ( lmm')~-0 ,  
oder (pqp') ~ (~qq') ~ (p.p'q') ~ (qP'q') ---- 0, oder - -  falls keine 
dieser MSglichkeiten zuta4fft - -  das Product 21~ ;.'~' ~--0. Im le~zten 
Falle kann man, wean ~ oder ~ '~ 0, die Gerade m bezw. m" so 
wii~len, (lass (~mm')~---0; wena X--~O neben ~Z'y,'=~=O, oder a,'.-~O 
neben ~99"=~0,  so ist (pp'q')---0 bezw. (pqp ' )~0,  und man kann 
q bezw. q' so wghlen, dass pq~g" dutch einen Pankt gehen; ent- 
sprechend verf'ghr~ man bei A ~ )J ~--- O. 
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Man kann also die Formen f und f ' ,  wenn beide singul~ sind und 
ihre Contravariant~ q) zerf~illt, entweder auf die Gestalt 
f (xy )  ~ i4.qv -:'- ~m~py, f" (xy) --~. i'l,~q~ ~ ~'m~p~ 
oder auf die Gestalt 
f (xy)  = ~ lxq~-  ~mxpv, f ' (xy)  ~'l~qv ~ ~ z:Py 
bringen. Umgekehrt folg~ aus der ersbren Gestalt, dass ffir einen 
gewissen Punkt ~ sowohl f (~y) wie f'(~y) identisch in y verschwinden 
und q~, (p', @ durch u~ ~ (lmu) getheilt werden; aus der letzteren~ 
dass fiir einen gewissen Punkt y sowohl f (xy )  wie f ' (x~)  identisch in 
x verschwinden und v, 1 ~ (pqv) in (p, ep', @ als Factor steckt. 
16. Will man erreichen, dass (P nicht bloss zer~llt, sondern 
geradezu identisch verschwindet, so hat man die Formen fund f ,  
welche alsdann nach Nr. 14 und 15 beide (wie iiberhaupt alle Formen 
ef-F ~f') singulir sein miissen, jedenfalls in der Gestalt 
f (xy)= i~l~p~, + 421~v + 4jmzpy + 42m~q~, 
f'(xy) = llll,~y v + it'l~l~gy -~- t'~imzzv v -~- i'~m,rqu 
vorauszusetzen. Denn schreibt man gemiiss Nr. 15 etwa 
f (xy)  = ~tl~qv - -  ~m,~$~, f ' (xy)  = i ' l~q~ - -  ,dm:~; ,  
so wird 
r = (zmu)[ig(p' v) - -  
und bier soll, da das Zusammenfallen der Geraden 1 und m sich ver- 
meiden l~st, der zweite Factor verschwinden; dann gehen abet ent- 
weder die Geraden pqp'q' (lurch einen Punkt, oder man hat: R~R'~'=0 
und kann deshalb eine oder zwei dieser Geraden so wiihlen, dass alle 
vier sich in einem Punkte treffen. 
,Werden nun f und f '  in der obigen Weise aogenommen, so ver- 
schwinden f(~y)und f ' (~y) identisch in y fiir einen gewissen Punkt ~, 
zugleich f (xy )  undf ' (xy )  identisch in x far einen gewissen Punkt ~, 
und ~, ~p', @ werden theilbar dutch u~v,~: 
Damit also (b identisch verschwindet, ist nur noeh die Bedingung 
zu erf~llen. 
17. Bei jeder Beschaifenheit der Form f kann man die ldjuncb 
yon (I) dutch geeignete Wahl yon f' zum Verschwinden bringen. Wird 
jedoch gewtinscht, dass @ selbst bei gegebenem fdurcll geeignete Wahl 
yon f '  den Werth Null erhalte, so ist dazu die Bedingung A-~-0 
nothwendig und auch hinreichend (Nr. 16). Die Nothwendigkeit der- 
selben folgt schon daraus, dass mit (P auch Of - -  A f "  (s. Nr. 12) mid 
mithin A (wie auch O, 0", A') v erschwindet; der Fall f: f'-~ Gonst. 
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wiirde sogar ~-~-~ == 0 ergeben. Andrerseits erhellt die Zul~nglich- 
keit der Bedingung A ~--0 sofort, wean man f auf die Gestalt 
Zl~q~ - -  gmzp~, bringr und dann f ~- ~v~ annimmt. 
(Die singulgre Reciprocit~i~ f ~- 0 1Ruf~ fibrigens - -  wenn f nicht 
zerfiillt - -  auf eine projective Beziehtmg zwischen den Strahlen zweier 
Btischel l m, ~ hinaus. Jeder Punkt etwa yon I bildet mit jedem 
Punkte des entsprechenden Strahles 1o ein I~ullpaar der Form f, d. h. 
ffir alle u, v i s~a~( lu )~(10v) ,  ~ O. Dieser Ausdruck ist abet der 
Werth yon (P ffir a~ ~Z~10~, da unter der Annahme u~xy,  v-~-~: 
n. s~ w.) 
Die vorstehende Ueber legung fiihr~ zt~ dem Werthe  der sym- 
metr ischen Determinante neunten Grades:  
H= 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 ~ aza a~2 
ass 0 - -  aa~ 
- -  as~ azt 0 
0 a~a - -an  
a~s 0 a~! 
a:~ - -a~ 0 
0 a~s - -  a32 
- -  aa3 0 as~ 
632 - -  a3t 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 ~ a~s a~ 
a~3 0 - -a~j  
- -a~ art 0 
0 ~ a23 a22 
a2s 0 --a21 
- -  a22 a2t 0 
0 a13 - -  a i 
- -a ts  0 at~ 
a12 -- -al l  0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
welche aus dem Systeme Ai~, ~ 0 (i, k--~l, 2, 3) durch Elimination 
der a~-~ hervorgeht and als Jacobi'sche Determinante der aiz oder als 
Hesse'sche De~erminante yon A aufzufassen ist*). Ist n~mlich//~---0~ 
l~sst sich also das System A~---~ 0 dutch geeignete Werthe tier a;~ 
befriedigen, so ist auch A ~ 0. Folglich sind alle irreduciblen Theiler 
yon H gleich A,  H :  A 3 eine Constante. l~immt man ffir die a~ das 
Einheitssystcm, so wird A ~ 1, H - - -~-  2. Somit i s t / /~-  2A 3, 
Auch die Formeln der Nr. 14 ermSglichen eine Berechnung yon 
/ /und  zugleich die der ersten Unterdetmrminanben. I dem man eine 
jede Zeile yon H mit der Reihe 
componir~, erh~.It man die Werthe 2A~ (l, m---~l, 2~ 3); indem man 
t tt *) auch als Determinante der in den a~ und a~k bilinesren (in den a~, 
diese Invarian~ s. Kraus a. & O. 
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also die Elemente jener Reihe nach den Producten ~y~ ordnet, ge- 
winnt man ein System K,  welches, mit dem Systeme H componirt, 
in der Diagonale fiberall 2A, sonst Nullen liefer~. Demnach ist 
HK = (2A) 9, Z/:  A 3 eine Constante, H = - -  2A3, .K = - -  2~A 6, 
und die Elemente yon K sind die mit - -A  2 dividirten Adjuncten der 
Elemente yon ./t. 
IV. 
Anwendungen im Gebiete der tern~ren quadratischen Formen. 
18. Ich wende reich nun zu dem besonderen Falle symmetrischer 
Formen. Durch die Annahme 
aik = ak i  , a~k a" ----- ~ ffir i , k=.1 ,2 ,3  
werden f (xy) ,  f'(xy) Polarformen der quadratischen Formen f(xx), 
f ' (xx) ;  zugleich werden q~(uv), ~'(uv), O(uv) symmeh~isch. Dient 
f als hbkiirzung ffir f (xx) ,  q~ ftir ~(uv), ~ ffir 5(x) u. s. w., so be- 
stehen (Nr. 12) die Identitiiten: 
.~A, j , f ,  fi, = Of - -  Af' ,  ~_~A,~fZfd= e" f" - -  A'f. 
Bekanntlich stellt die Gleichung 9 = 0 den Ort der Geraden dar, 
welche aus den Kegelschnitten f= 0, f" = 0 harmonische Punkte- 
paare herausschneiden. 
Es handelt sich um die Ausartungen yon O, d. h. um die F~lle, 
wo det 9 ~- -00" - -AA '  verschwindet. Ich nehme also zun~chst an, 
dass det 9 ~ 0 ist, wShrend adj 9 und auch A A' noch yon Null ver- 
schieden bleiben sollen. Die Gleichungen f=.  0 und f" ~-0  s~ellen 
alsdann eigenfliche Kegelschnitte dar, 9 zerF~llt in ein Product u~,  
die Strahlenbfischel g und ~/ liegen getrennt und umfassen die Tr~ger 
harmonischer Schnittpunktpaare mit jenen Kegelschnitten. Zugleich 
wird 0 : A = A" : O' and 
Of - -  Af" ~ A A , - - - -~(O ' f ' - -A ' f )=f (x~)  f (x~)=- - - -~- f  (x~) f'(x~), 
d. h. O f - -A f '  .~_ 0 ist einer der drei zerfallenden Kegelschnitte des 
Biischels ff', etwa mit dem Doppelpunkte r; und zwar besteht derselbe 
aus zwei verschiedenen Geraden, welche den beiden Kegelschnit~n 
fund  f '  in den n~mlichen Punkten, etwa a b be~. c d begegnen; 
endlich sind ~ und ~ die Pole dieser Geraden ffir fund  ffir f', etwa 
der Pol der a b ffir fund  der cd ffir f', ~ der Polder  cd ffir f und 
der ab ffir f'. Die Gerade ~y ist demnach ffir alle Kegelschnitte des 
Bfischels die Polare des Punktes r; auf ihr treffen 'sich die Geraden 
bc und ad in einem Punkte p, die Geraden ca und bd in einem 
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Punkte q, und da die Strahlen pr ,  qr dutch ab, ed harmonisch 
getrennt werden, so bilden aueh die Pole p q ~q eine harmonische 
Punktreihe. 
19. Hieraus ergeben sich aueh die nach Nr. 14 dem vorliegenden 
Falle eigenth~imlichen Involutionen. Man kann auf der Geraden ~ 
je zwei Punl~e einander zuordnen, welche fiir fund #' dieselbe (dutch 
r laufende) Polare besitzen ; diese projective Zuordnung mit den Doppel- 
punkten ~q ist involutorisch, w~eil in ihr ~ mit ~ ein Paar bildet~ 
sic F~llt mit der Involution zusammen, welche die Gerade ~ aus den 
Kegelschnitten des Bfisehels herausschneidet*). Man kann in dem 
S~rahlenb~ischel r je zwei Strahlen einander zuordnen, welche fiir 
# und/ '  denselben Pol (auf ~)  besitzen; diese Paare liegen ebenfalls 
in Involution und zu den obigen Punktpaaren perspecf.iv. 
Wie schon bemerkt, l~ss~ sich jedes derartige Punktpaar mi~ 
abed durch einen Kegelschnit~ verbinden. Insbesondere l~uft dutch 
abed~ ein Kegelschnit~ k, auf welchem jeder Punkt nach ~ und 
conjugirte S~rahlen sowohl far f wie ffir #' entsende~. Denn ~a, ~a 
sind far # und [' conjugirt u. s. w. 
Noch sei auf den Zusammenhang hingewiesen, in welchem unsre 
Figur mit gewissen, in me,fischer Hinsicht ausgezeichne~en Kegel- 
fl~chen 2. O. s~eht. Man verlege die Ebene tier Figur nach dem Un- 
endlichen, den Kegelschni~t #" nach dem Durchschnitt der Ebene mi~ 
allen Kugeln und verbinde die Punkf~ tier Figur mi~ irgend einem 
Punkte 0 im Endlichen. Dann gehen aus den Linien G/~,/~ drei 
Kegel 2. O. hervor: ~ ~", K, und die Paare senkrech~er Strahlen 
oder Ebenen des Biindels 0 sind die Paare conjugirf~er Elemenf~ f~ ~". 
Demnach ist F einKegel des Pappus**), d. i. ein Kegel 2. O, welcher 
aus den Ebenen einer gewissen t~eraden 0~ (und mithin auch aus 
denen einer zwei~en Geraden 07) je zwei senkrechte S~rahlen heraus- 
schneider; K ein or thogona ler  Kegel (nach Schroeter :  Journal f. 
Math. 1878 Bd. 85 S. 79), dessert Kanten mi~ zwei S~rahlen 0~, 0~/ 
dutch je zwei rechtwinklige (bier in Bezug auf ~ conjugir~e) P.benen 
verbunden werden, ~ dermit  ~' concyklische or~hogonale Kegel 
(Th. Meyer a. a. O. S. 18). 
20. Dass die Kegelschnitte [ und #" einander berfihren, ist nieht 
ausgeschlossen. Die Beriihrung muss abet dann im Punkte r effolgen, so 
*) Wird ~ ~ yon ~ in ~ ' ,  yon f in G ~ gesch_~itten, soliegen ~ ' ,  G ~'  
mit einander und mi~ Io~ harmon/sch. Die aus solchen Paaren ~ ' ,  G G' in  
Nr. 4 hergestellte Involution s~/mmt mit der obigen iiberein. 
*| Siehe T h e o d o r M e y e r- Ueber die Kegel des Pappus und des H,~hett~. 
Str~ssburger Dissertation, Berlin 1834. Dort sind die Benennungen ,,Kegel des 
Pappus"  und , ,Kegel des  Hachet te"  eingefi/hrt~ Der let~ere is~ der supple- 
ment~e Kegel des ersteren. 
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dass etwa q, a und d mit r zusammenfallen; denn wegen 00 '= A A" 
wird die Discriminante yon det (of+ 6f'): 
A' 4 (3A0 ' - -  02) (30&' - -  0 '2) - -  (9hA'- -  O 0")2---- 12-6-(02+A0')  , 
und andrerseits i ~ 
3A0~+2eo6+e'6  2=A(e2+Ae ') fiir 0 - -e ,  6 '=- -A .  
Am Kegelschni~t f wird die Tangen~e des Punktes a yon den Tangenf~n 
der Punkte b, c in ~ bezw. t7, yon der Geraden be in p ge~offen. 
Aus der hierdurch bedingten harmonischen Lage tier Punkte ~tTa p
folgen die fibrigen Eigenschaften der Figur. 
Um auch den Fall A A'---~ 0 (also A A '~ e e '= o) zu erledigen, 
nehmen wir zuersl etwa A yon Null verschieden, abet A '~ 0. Unter 
der Voraussetzung A '= e = 0 zerf'~illt f ' in zwei ffir f conjugirl~ 
Geraden, yon denen im Falle A '= e ~- -e ' - - -0  die eine f beriihr~. 
Unter der Voraussetzung A' - - - -e '~--0 zerfiill~ f '  in zwei Geraden, 
welche sich auf f begegnen, elwa in b, und f ausserdem etwa in a 
und c schneiden; Of - - -A f '=  0 zerf'~llt in die Gerade ac und die 
Tangente des Punktes b, (ll ~.  0 in den Punkr b und den Pol 16 der 
ac. Dass jede Gerade dutch fl (d. i. jede zu ac conjugil4e Gerade, 
also die Polare eines beliebigen Punkles B tier a c) die Geraden bG b a 
in conjugirf~n Polen A, C schneider, ist eine bekannte Eigenschaf~ des 
dem Kegelschnitte ingeschriebenen Dreiecks abe.*) 
Zerf~llt endlich sowohl f wie f', so gehl eine Gerade des einen 
Linienpaares durch den Doppelpunkt; des andern; nur eine der GrSssen 
O, O' wird Null. 
21. In der Reihe der Ausartungen yon (I) folg~ je~ der Fall, wo 
adj 4) fiir alle u verschwindet, abet nicht (I) selbsl, d. i. ( I )~ c u~ 2, 
c:t: 0. 
Zuerst sei wieder A A" yon Null versehieden. Dann wird mail 
nach Nr. 14 schreiben: 
f ' (xx )  = f (~)  f (xx )  - -  2( f (xy) )  2, 
wo ~ einen beliebigen, dem Kegelschnitlf (und mithin auch f ' )  nich~ 
angehSrigen Punkt bedeute~, dessen Polare eo ftir f -  zugleich seine 
Polare fiir f '  - -  (lurch die Glelchungen ~i ~-(pi(eo) bes~immt werden 
kann. Ebenfalls nach Nr. 14 ist (1)~--2Au~ 2 trod 
~'(uu) ---- - -  f (~)  { f (~)  ~(uu) -  2Au~ =} 
=- -  Af (~)  {(p(eoeo) ~2(uu)--2(~(u~))~}. 
*) Reye: Die Geomef~ie der Lage I, 3. AvdI. 1886 S. 102. FAn besonderer 
Fall is~ der Sate, wonach jo zwoi Supplementarsehnen d sKegelsctmittes con- 
jugirte Richtungen besi~zen. -- Das Dreieck abe und das ihm eingesctiriebene 
Polelreieck A B(? erscheinen persl~eetiv in einem gewissen Punk~ des KegeI- 
~chnittes. 
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Die beiden so darges~ell~en Kegelschnit~e b finden sich in doppel~er 
Berfihrung; die gemeinschafflichen Tangenten ~reffen sich in ~ und 
berfihren auf ca. Die Strahlen des Bfischels ~ - -  und nur diese 
schneiden f und [' in harmonischen Punktpaaren; die Punk~e der 
Geraden ca mund nur diese N en~senden an fund  ff harmonische 
Tangentenpaare. Jeder der beiden Kegelschni~te ist seine eigene Polar- 
figur in Bezug auf den andern. Derarfige Kegelschni~te behandelt 
Herr F. Gerba ld i  in Nr. VI der Abhandlung: Sul sistema di due 
coniche (Annali di Matemafica 1889/90 Serie 2 T. 17 p. 161) u~d 
nennt sie ,,conjugirte Kegelschni~e in Bezug auf den Punkt ~ oder 
die Gerade co." 
Ist A @ O, aber A' ~ O, so bedeutet f ' eine doppel~ zu z~hlende 
Tangente yon ~ sind beide Determinanten Null, so stellen f, f Strahlen- 
paare eines Bfischels dar, welche einander nicht harmonisch trennen 
(Nr. 15). 
22. Auch hier - -  wie in Nr. 19 --  treten gewisse, mit den in 
Nr. 4 betrachteten verwandte, Punkt- und Strahlen-Involutionen auf, 
diesmal aber in unendlicher Menge, n~imlich auf jeder Geraden dutch 
und in jedem Punkte yon ca. Man verbinde ~ mit irgend einem anderen 
Punkte /~ der Ebene dutch eine Gerade, welche eo in ~, f in 2'2' ,  
f ' in GG" schneider, so dass die Paare ~,  .F'.F, GG" zuje zweien 
harmonisch liegen, und bezeichne den harmonischen Punkt zu ~P 
mit Q; dann ist auf ~/ ein gewisser Punkt p' zugleich dem Punkte 
/~ f/Jr fund  dem Punkte Q t/ir f', ebenso ein Punkt q" (der harmonische 
zu ~yff) zugleich xP ffir f '  and Q ffir f conjugirt. Man verzeichne 
ferner auf eo denjenigen Punkt ~, welcher ~ und ~ zu einem Poldreieck 
yon f und f" ergiinzt (vomusgesetzt wird AA' @ 0); dann sind ~"  
und ~Q~' Poldreiec]~e yon f, ~2Pq' und ~Qp" Poldreiecke yon f'. 
Wenn P die Ebene durchwandert, so besehreibt Q eine projective 
Figur, und zwar entsteht eine dutch co als Axe und ~ als Cenh'um 
bestimmte involutorische Beziehung, in welcher auch p' und q" einander 
en~sprechen. Legt man daher auf eo einen Punkt 0 (mithin in dem 
Bfischel ~ einen S~rahl 0~ ~--ed) fest, und bringt man die Geraden 
~p' und O Q in J~, die entsprechenden Geraden ~q' und 0P  in~Q ' 
zum Schneiden, so sind die mi~ 2 ver~nderlichen Punkte .P" und Q'~ 
ebenfalls entsprechende Punk~ in jener Projectvitgt. Mi~ 2 ist abet 
sowohl P ' ,  wie Q" durch quadratsche, birationale und /iberdies sym- 
metrische Verwandtschaf~ verkn/ipfL n~mlich ~ '  als der harmonische 
Pol yon P Ftir den Kegelschnitt fund  zugleich f/it das diesem con- 
jugirte Linienpaar eoe~; Q' als der in der Oeraden 0P  en/~hal~ne 
harmonisehe Pol oVOn P f/Jr den Kegelschni~ f'. Wit sind also im 
Stande, diese beiden Ar/~n yon quadratischer Yerwandt~chai~ dureh 
Zuziehung einer invoh~orischen Projectivits in ehander/iberzuffihren. 
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Ueberhaupt wird jede quadrat:isehe, birationale und symmetrische 
Verwandtschaft (vergl. Nr. 11) dutch zwei bilineare Gleichungen 
g(xy) ~ O, g'(x,y)-~0 dargestellt, welehe sich mit dem Sys~eme 
g(yx) ~ O, g ' (yx )= 0 decken miissen; dabei ist jedoeh der Fall aus- 
zuschliessen, dass g und g' gleichzeitig alternirende Formen sind. 
Entweder sind nun die Formen g und g" beide symmetrisch; dana sind 
je zwei zugeordnete Punkte harmonische Pole in Bezug auf ein B~ischei 
yon KegeIschnit~en. Oder man kann g und g" durch eine symmetrische 
und eine alternirende Form ersetzen (denn wean etwa g weder sym- 
metrisch noch alternirend ist, so deckt sich das System g ..~ g" ~ 0 
mit dem Systeme g(xy) ~ g(yx) ~ O, uud die Summe der Formen 
g(xy), g(yx) ist symmetrisch, ihre Differenz alternirend); dann-liegen 
j e zwei zugeordne~ Punkte auf einem StrahIe eines bestimmten Bfischels 
harmonisch gegen einen bestimmten Kegelschnit~. Zwischen den hier- 
nach einzig mSglichen beiden Arten solcher Verwandtschaft hat sich 
oben ein linearer Zusammenhang ergeben. Geht man yon der ers~en 
Ar~ aus, so hat man in dem KegelschnittbiischeI in Linienpaar eo e~" 
zu ermitteln, dann denjenigen Kegelschnitt f des Biischels, welcher 
eo~ in harmonischen Punkten schneider, u. s. w. 
23. Die letzte MSglichkeit ist die, dass alle Coefficienten yon r 
verschwinden (vergl. Nr. 16). Dana bedeuten f--~--0, f" ~--0 Linien- 
paare mit gleichem Doppelpunkt und in harmonischer Lage. Sind die 
Linien des Paares f ~- 0 yon einander verschieden, so daft man wieder, 
wie in Nr. 21: 
/ ' (xx) = f (~)  f (xx)  -- 2 (f(x~)) ~ 
nehmen, wo ~ jetzt einen beliebigen Punkt der Ebene vorsfellt~ nur 
nicht den Doppelpunkt yon f (vergl. Nr. 4). Besteht jedoch f aus 
zwei gleichen Factoren, so i s t / '  das Product eines solchen Factors in 
eine beliebige lineare Form. 
Analog zu dem in Nr. 17 eingeschlagenen Gange bringen wit 
hiermit die symmetrische Determinante sechsten Grades*) 
S t= 
0 aa3 a22 --  2a23 0 0 
aaa 0 ali 0 ~ 2 as1 0 
a22 all 0 0 0 ~2a1~ 
--2a2~ 0 0 --2a1~ 2a~ 2a31 
0 --2a31 0 2a~2 --2a22. 2a2a 
, 0 0 --2a~2 2a3l 2a2~ --2a33 
*) Auf diese Determinante wurde ich dutch eine yon Herrn A. B r eu e r zu 
Trauf~uau im Jauuar d. J, mir zugeschickte Schrift: Die "Normalform der all- 
gemeinen Kegelschni~tsgleichung, FAsenach 1888, aufmerksam. Herr Breuer  is~ 
zu der Determfin~e -- mit ent~gegengesetztem Vorzeichen --  durch eiae eigen- 
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die Hesse'sche Determinante yon A nach a~l ~ a22, aa3~ a23~ a31~ al~, 
in Verbindung. Diesmal ist H durch das Quazlrat yon A theilbar, 
H----- - -  16A 2. 
Man kann H als die Determinante der in den je sechs Gr'dssen 
bilinearen Invar iante~ Aik ~,  dreier quadratischen Formen 
f, f', f"  auffassen. Diese (in den a~ ~,  ~'~ symmetrische) Invariante*) 
geht, wenn man u~u~ ffir a~, v~vk fiir a~-~, einsetzt (vergl. Nr. 17), in 
den Ausdruck 
~=lan,(uv),(uvi), d. i. vx2f(yy) - -  2vxvyf(xy)  + v~f (xx)  
fiber, wobei ui-~-(xy)~ ~r i ~ 1~ 2, 3 zu nehmen ist. In der That 
entsteht H ~ 0 als Bedingung fiir die Zerlegbarkeit yon f am ein- 
fachsten~ wenn man davon ausgeht, dams jeder Punk~ uv auf f liegen, 
d. h. dass bei allen u der vorstehende Ausdruck Null werden muss, 
falls eine Gerade v ganz zu f gehSren sell. Zugleich erh~lt man flit 
diesen Fall die Zerlegung yon f in lineare Factoren: 
~? . f (xx)  = v,~ {2vyf  (xy) - -  v~ f(yy) } , 
we y einen beliebigen Punkt ausserhalb der Geraden v bedeutet. 
24. In dem Elementensysteme ~/ sind auch die Adjuncten der 
Elemente dutch A theilbar, n~mlich gleich den mit - -8  multiplicirten 
Elementen, aus weIchen sich die Determinante des Ausdrucks 
f (~)  f (xx)  -- 2 (f(x~)) ~ 
zusammensetzt, wenn man denselben aim bilineare Form der Reihe 
xl 2, x22, x32, 2x2x.3, 2XaXt, 2xix 2 und der Reihe ~12~ 22 ~3 2, 2~2~3 , 
2~a~t , 2~1~2 auffasst. Wegen der Begriindung darf auf die in Nr. 21 
fiber el) gemachte Angabe und auf Nr. 17 verwiesen werden. 
Im Falle A---~ 0 sinkt fiir das System H der Rang (nach der yon 
Herrn Kronecker ,  Berliner Sitzungsberichte 1884 S. 1078~ ein- 
gefiihrten Ausdrucksweise) yon 6 auf 4, vorausgesetzt dass nicht zu- 
gleich alle a~ Null werden, wodurch der Rang sich auf 3 erniedrigen 
wiirde. Eine weitere Erniedrigu~g ist nicht m'dglich, es miisste denn 
schon f identisch verschwinden. Diese VerhRltnisse lassen sieh aus 
~er Determinante selbst nachweisen, 
Die entsprechende Determinante zehnten Grades im Gebiete der 
terniiren cubischen Form besitzt, wie Herr R osanes neuerdings (diese 
Annalen 1890 Bd. 36 S. 316) bewiesen hat, die Eigenschafl, dass sie 
selbst und alle ihre ersten Minoren immer verschwinden. 
thfimliche E1~mination gelangt und hat durch Ausrechnung tier D#,,erminan~ den
Werth 16As erhal~en, a~ a, O. S. 80. 
*) S. Nr. 17 Fussno~e. Eine neue Deutung dieser Invariante gieb~ Herr 
WSlff ing, diese Annalen 1890 Bd. 36 S. 113L , 
48 ~. P~,scm 
V~ 
Bilineare Formen mit beliebig vielen Ver~nderlichen. 
25. Im Anschluss an die Bezeichnungen i  Bd. 23 S. 423--427 
werde eine bilineare Form der Ver~nderlichen x und der contragredienten 
Veriinderlichen u eingeffihrt: 
f(x'u) ~-~ai~xiu~, (i, k -~ 1, 2 , . . . ,  n) 
ferner ffir i ~ 1, 2 , . . . ,  n: 
xio ~ xi, xil -~ a~xlo -{- a~ix~o ~- . . 9 -{- a,~x~o, 
xi9 --- alex11 -{- a2ix~l 2r . . . _{_ a~ x~l 
u. s. f., sodann 
i i 
Es ist nun bekannt, dass fiir n - -3  eiae Beziehung 
f2 -  A,f~ -t- A2f2- Aau. ~-0 
besteht, deren Coefficienten auch in der Gleichung 
det (f-E-6u~) --- a 3 -{- A l a 2 -~- A 2 a -{- A 3 
aufCreten. Diese Beziehung~ welehe sich sofort ergiebt, wenn man f 
in der - -  allerdings nicht immer zul~issigen --  Gesta l t~aux~u~ a l l -  
nimmt, ist yon C lebsch und Gordan ,  diese Annalen 1869 Bd. 1 
S. 374 und 379, sowie in C lebsch-L indemann,  Vorlesungen fiber 
Geometrie I. 1876 S. 989--991 dutch symbolische Rechnung, in meiner 
Arbeit Bd. 23 S. 425--428 (s. auch Nr. 5 der vorliegenden Arbeit) 
auf anderem Wege hergestellt worden. Die en~prechende Thatsache 
ftir beliebiges n hat Herr N et to ,  gelegentlich seiner noch nicht ver- 
5ffentlichten Untersuchungen fiber lineare Substitutionen, im Juli 1888 
gefunden und nebst seinem Beweise mir mitgetheilt. Hierdurch ver- 
anlasst, babe ich damals eine Verallgemeinertmg des a. a. O. yon mir 
eingeschlagenen Weges aufgesuchk 
26. Bei beliebigem n setze ich: 
det ( f  -{-~u~) --- a ~ -{- A16n-1 -{- A2~ -~ .Jr-. 9 9 --Jr- A~ , 
Z lx i . , -~  ak, i = Z ~  la,, at, 




o a! la a a t a~ ark --~ Xm,,,-a a~ akk a~k ~- .R  2 
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u. s. f., wo i festgehalten wird, w~ihrend k, l, ,m, . . .  bei den Sum- 
mationen die Werthe 1, 2 , . . . ,  n durchlaufen, jedoeh ohne Wieder- 
holung der Combinationen. Dann kommt: 
B1 -~ A1 x~,~-I - -  x~,,, 
B 2 ~A S x i , , , -~- - t~ l ,  
O~ A.  xio - -  t~_~ 
und dutch Addition unr Beifiigung abwechselnder Vorzeiehea: 
xi. - -  Alxi . . -~ +A~x~,._~ . . . .  + ( - -1) -  A.x,o --~ O, 
f,~-x - -  Azf , -~ + A2f, -a . . . .  + (-- 1)--~A,_af + (--  1)"A,u, =0.  
In der hier benu~zbn Gruppe yon n Oleichungen is~ die erste 
eine Ausdehnung der Formel (13) in Bd. 23 S. 425, da R 1 fib n~-3  
den Coefficienten yon u~ in der Form ~p(xu) vors~ellt, wenn man die 
xi durch die xx~ ersetzt. 
G iessen ,  Juli 1890. 
